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Resumen

Frecuentemente se tienen estimaciones del tamaño de una población para
dos puntos del tiempo y se requieren estimaciones en puntos intermedios.
En el presente documento se expone una solución sencilla trabajando con la
tasa de variación media de la población en el periodo en consideración y se
expone una propuesta para trabajar cuando hay segregación de poblaciones.
Se presentan los resultados de varias aplicaciones para Bogotá y Colombia.

1. Desarrollo del método

En esta sección se sigue de cerca la presentación de Keyfitz & Caswell (2005) y de
Preston, Heuveline & Guillot (2001). En demograf́ıa se llama tasa a la proporción
entre las ocurrencias de un evento y la exposición a éste en un periodo de tiempo.
Siguiendo esta idea, se tiene la siguiente definición general:

tasa[0, T ] =
Número de ocurrencias entre 0 y T

Suma de tiempos de exposición de los individuos entre 0 y T

Donde [0, T ] representa un periodo de tiempo de longitud T . Es claro que un indi-
viduo está expuesto a la ocurrencia del evento durante el tiempo que esté presente
en la población dentro del periodo [0, T ], por lo que se toma como denominador
la suma de tiempos de exposición de los individuos que estuvieron presentes en la
población en algún momento entre 0 y T .

*Investigador. E-mail: mauricio.sadinle@cerac.org.co. Agradezco los comentarios de Jorge A.
Restrepo y del equipo de trabajo del CERAC.
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En este contexto los eventos de interés son los nacimientos, las muertes, las in-
migraciones y las emigraciones, razones por las cuales puede variar el tamaño de
una población. Para una variación del tiempo ∆t se obtiene una variación en el
tamaño de la población, ∆N(t) = N(t+∆t)−N(t), que refleja los cambios debidos
a los cuatro eventos de interés anteriormente nombrados. Si se trata de calcular la
tasa para el periodo comprendido entre un tiempo t y t + ∆t, cuando ∆t tiende a
0, es posible definir la tasa de variación instantánea como:

r(t) = ĺım
∆t→0

N(t + ∆t) − N(t)

N(t)∆t

= ĺım
∆t→0

∆N(t)

N(t)∆t

=
1

N(t)
ĺım

∆t→0

∆N(t)

∆t

=
1

N(t)

dN(t)

dt

=
d ln[N(t)]

dt

Nótese que para la construcción de esta tasa se supone que todos los N(t) individuos
que están en la población en el tiempo t también están presentes hasta el tiempo
t + ∆t, lo cual es razonable teniendo en cuenta que ∆t tiende a 0. Otro supuesto
impĺıcito en el desarrollo aqúı presentado consiste en suponer la población como una
función continua del tiempo.

Para encontrar una fórmula que permita estudiar el cambio poblacional entre dos
puntos del tiempo 0 y T , se toma la integral de ambos lados de la ecuación anterior:

∫ T

0

r(t)dt =

∫ T

0

d ln[N(t)]

dt
dt

= ln N(t) |T0
= ln N(t) − ln N(0)

= ln

(
N(t)

N(0)

)
Al tomar exponenciales a ambos lados se tiene:

e
∫ T
0 r(t)dt =

N(T )

N(0)
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Por lo tanto:
N(T ) = N(0)e

∫ T
0 r(t)dt (1)

De la definición del valor medio de una función para un intervalo, se tiene la tasa
de variación media de la población en el periodo [0, T ] como:

r̄ =
1

T

∫ T

0

r(t)dt

Es decir que:

r̄T =

∫ T

0

r(t)dt

Al reemplazar en (1) se obtiene:

N(T ) = N(0)er̄T (2)

Tomando logaritmo natural a ambos lados:

ln N(T ) = ln
(
N(0)er̄T

)
= ln N(0) + r̄T

De donde:

r̄ =
1

T
(ln N(T ) − ln N(0)) (3)

=
1

T
ln

(
N(T )

N(0)

)

Usualmente la formula obtenida en (2) se utiliza para hacer proyecciones pobla-

cionales a periodos futuros, reemplazando T por un t > T . Lo anterior constituye

una extrapolación del comportamiento promedio observado, pero también es de in-

terés tener una estimación del tamaño en algún punto intermedio de [0, T ].

Para obtener una estimación para un tiempo t en [0, T ], se hace una interpolación

utilizando los dos datos observados, y consiste en dividir este periodo en k subpe-

riodos iguales, de tal manera que se pueda expresar t como (T/k)i, donde i es el

indicador del subperiodo, que puede ser 0, 1, 2, ..., k. Posteriormente se obtiene:

N(t) = N(0)er̄t = N(0)e( r̄T
k )i (4)
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2. Segregación poblacional

En ocasiones de la población de estudio se segrega una parte en algún momento del
periodo en consideración y por lo tanto es necesario tener en cuenta la reducción del
tamaño de la población original y la aparición de la nueva. En primera instancia se
estudia el caso más sencillo de segregación y posteriormente se extiende la idea a
situaciones más generales.

Sea A la población original y B la población segregada. Sea t′ el momento en el que
ocurre la segregación y NB(t) el tamaño de B. Nótese que NB(t) no está definido en
[0, t′), pues antes de t′, B estaba contenida en A. Usualmente no se conoce NA(t′)
ni NB(t′), es decir que no se sabe cuál es el tamaño de la población que se segregó,
pero se tiene NA(T ) y NB(T ), es decir, estimaciones de los tamaños de la población
original y de la segregada en un tiempo posterior a la segregación.

De la fórmula (2) se obtiene:

N(0) = N(T )e−r̄T

Y por lo tanto, teniendo la tasa de variación promedio en un periodo [0, T ], es posible
obtener dentro de éste estimaciones del tamaño poblacional con la información del
final del periodo:

N(t) = N(T )e−r̄(T−t) (5)

Que en términos de i, definido en la sección anterior, se expresa como:

N(t) = N(T )e
r̄T
k

(i−k) (6)

En el manejo de la segregación, para obtener la tasa de variación promedio, se supone
que toda la población crece homogéneamente, de tal manera que se puede calcular:

r̄ =
1

T
ln

(
NA(T ) + NB(T )

NA(0)

)
Y por lo tanto, se obtienen NA(t) y NB(t) de (5) y (6) para t en [t′, T ]:

NA(t) = NA(T )e−r̄(T−t) = NA(T )e
r̄T
k

(i−k) (7)

NB(t) = NB(T )e−r̄(T−t) = NB(T )e
r̄T
k

(i−k)

Y para los tiempos anteriores a la segregación, es decir t en [0, t′), se emplea la
fórmula (4) para estimar NA(t).
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La anterior presentación se puede extender a diversas situaciones. Suponga que una
población C de tamaño NC se conforma en un instante t′ a partir de una parte
de una población A de tamaño NA y de otra población B de tamaño NB. Bajo
el supuesto de que A y B crecen a la misma tasa y homogéneamente, es posible
calcular la tasa de variación promedio como:

r̄ =
1

T
ln

(
NA(T ) + NB(T ) + NC(T )

NA(0) + NB(0)

)
Para los tiempos posteriores a la segregación de C, es decir t en [t′, T ], la esti-

mación de los tamaños poblacionales NA(t), NB(t) y NC(t) se puede realizar de
manera análoga a (7), y para t en [0, t′), es decir tiempos anteriores a la segregación
de C, NC(t) no está definido y se aplica la fórmula (4) para NA(t) y NB(t). En caso
de que una nueva población se conforme a partir de partes de más de dos pobla-
ciones, la idea anterior se extiende de manera natural.

Otra situación se presenta cuando se tienen, por ejemplo, tres segregaciones en el
periodo [0, T ], es decir, de una población A de tamaño NA se separa una población
B de tamaño NB en un instante tB, una C de tamaño NC en un instante tC y una
D de tamaño ND en un instante tD. Bajo el supuesto de que la población crece
homogéneamente, se tiene:

r̄ =
1

T
ln

(
NA(T ) + NB(T ) + NC(T ) + ND(T )

NA(0)

)
Para t en el periodo [tD, T ] la estimación de los tamaños poblacionales NA(t), NB(t),

NC(t) y ND(t) se puede realizar de manera análoga a (7). Para el periodo [tC , tD)
la población D no estaba segregada y haćıa parte de la población A, por lo que se
tendŕıa:

NA(t) = [NA(T ) + ND(T )]e−r̄(T−t) = [NA(T ) + ND(T )]e
r̄T
k

(i−k)

NB(t) = NB(T )e−r̄(T−t) = NB(T )e
r̄T
k

(i−k)

NC(t) = NC(T )e−r̄(T−t) = NC(T )e
r̄T
k

(i−k)

Para el periodo [tB, tC) la población C no estaba segregada y haćıa parte de la
población A, por lo que se tendŕıa:

NA(t) = [NA(T ) + ND(T ) + NC(T )]e−r̄(T−t) = [NA(T ) + ND(T ) + NC(T )]e
r̄T
k

(i−k)

NB(t) = NB(T )e−r̄(T−t) = NB(T )e
r̄T
k

(i−k)

Y para el periodo [0, tB), no se hab́ıa producido ninguna segregación, por lo tanto
se estima el tamaño de la población A utilizando la fórmula (4). La idea anterior
se puede extender en caso de que dos o más de tres poblaciones se separen de A,
teniendo cuidado con los tiempos en los que se presentan las segregaciones.
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3. Aplicación

Ejemplo 1. Una aplicación del anterior método se presenta al emplear los datos de
los censos colombianos de 1985 y del 2005 con el fin obtener estimaciones semestrales
para este periodo. En este caso se tienen T = 20 años y por lo tanto se divide este
periodo en k = 20 ∗ 2 = 40, que seŕıa el número de semestres. Aplicando la fórmula
(3) se obtiene la tasa de variación media para este periodo:

r̄ =
1

20
ln

(
42.888.592

30.794.425

)
= 0, 0166

Y haciendo variar i = 1, 2, ..., 40 en (4) se obtienen las estimaciones deseadas. Las
cifras se presentan redondeadas al entero más cercano:

Semestre I II
Año i t N(t) i t N(t)
1985 0 0 30.794.425 1 0,5 31.050.517
1986 2 1 31.308.740 3 1,5 31.569.109
1987 4 2 31.831.644 5 2,5 32.096.362
1988 6 3 32.363.282 7 3,5 32.632.421
1989 8 4 32.903.799 9 4,5 33.177.433
1990 10 5 33.453.343 11 5,5 33.731.547
1991 12 6 34.012.065 13 6,5 34.294.916
1992 14 7 34.580.120 15 7,5 34.867.695
1993 16 8 35.157.661 17 8,5 35.450.039
1994 18 9 35.744.848 19 9,5 36.042.110
1995 20 10 36.341.843 21 10,5 36.644.069
1996 22 11 36.948.808 23 11,5 37.256.081
1997 24 12 37.565.910 25 12,5 37.878.315
1998 26 13 38.193.319 27 13,5 38.510.942
1999 28 14 38.831.206 29 14,5 39.154.134
2000 30 15 39.479.748 31 15,5 39.808.069
2001 32 16 40.139.120 33 16,5 40.472.925
2002 34 17 40.809.506 35 17,5 41.148.886
2003 36 18 41.491.088 37 18,5 41.836.136
2004 38 19 42.184.053 39 19,5 42.534.864
2005 40 20 42.888.592

Ejemplo 2. Otro problema frecuente se presenta cuando se tienen proyecciones ofi-
ciales de la población por años y se quiere obtener estimaciones para periodos de
tiempo más cortos. Por ejemplo, en la página de internet del Departamento Adminis-
trativo Nacional de Estad́ıstica de Colombia - DANE se encuentran las estimaciones
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de población de Bogotá para los años 2006 y 2007 al 30 de junio en cada caso,
que son 6.944.398 y 7.050.133 respectivamente. Es de interés obtener estimaciones
del total poblacional de Bogotá para los trimestres intermedios, es decir 2006-III,
2006-IV y 2007-I. Tomando como tiempo 0 el 30 de junio de 2006 y dado que se
está midiendo el tiempo en años, lo más razonable es tomar T = 1 el 30 de junio de
2007. En un año se encuentran 4 trimestres y por lo tanto se toma k = 4. Aplicando

la fórmula (3) se obtiene r̄ = 1
1
ln

(
7.050.133
6.944.398

)
= 0,015 y por lo tanto se tienen los

siguientes resultados aplicando la fórmula (4):

Trimestre i t N(t)
2006 - II 0 0 6.944.398

2006 - III 1 1/4 N(0)e
1
4
r̄ = 6.970.682

2006 - IV 2 2/4 N(0)e
2
4
r̄ = 6.997.066

2007 - I 3 3/4 N(0)e
3
4
r̄ = 7.023.549

2007 - II 4 1 N(0)e
4
4
r̄ = 7.050.133

Es importante recalcar que también es posible extrapolar el comportamiento prome-
dio en este periodo utilizando la fórmula (4), tomando t > T si se van a hacer proyec-
ciones ó t < 0 si se van a estimar tamaños poblacionales para tiempos anteriores al
primer dato con que se cuenta.

Ejemplo 3. La mayor parte de los municipios nuevos que aparecieron en Colombia
entre 1993 y 2005 se segregaron de un solo municipio y por lo tanto en estos ca-
sos se aplica el método de estimación expuesto en la primera parte de la sección 2.
Ejemplo de esto lo constituye la segregación del municipio de Coveñas del municipio
de Santiago de Tolú, departamento de Sucre, en febrero de 2002. En este mismo
departamento se presenta el segundo escenario de segregación con el municipio de
El Roble, que se conforma definitivamente en marzo del 2000 con partes de los mu-
nicipios de San Benito Abad, Sincé y Corozal. El tercer escenario de segregación
presentado tiene lugar en el Chocó, con su capital Quibdó, de la cual se segregaron
entre 1993 y 2005 tres municipios: Atrato, Medio Atrato y Rio Quito.

Las ideas presentadas en todo este documento se aplican a estimaciones mensuales
para los municipios de Colombia en el periodo 1993-2005. Respecto de la segregación,
en algunos casos fue necesario emplear combinaciones de las estrategias presentadas
debido a que involucraban varios municipios iniciales y varias segregaciones. Las
diferentes formas de interpolar empleadas se pueden seguir en las fórmulas de la
hoja de cálculo que contiene las estimaciones. La información está disponible en:

http://www.cerac.org.co/interpoblacion/municipiosCol9305.xls
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